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S(5, 8, 24) is characterized as the unique Steiner system S(t, k, n) satisfying n = 
(t+I)(k-t+l)andk>tt2>4. 
Ein Steinersystem ,S(t, k, n) ist eine Menge von k-elementigen Teilmengen 
(den Blocken) einer n-elementigen Menge R von Punkten, derart da13 jede t- 
elementige Teilmenge von Q in genau einem Block enthalten ist. 
Bekanntlich gilt im Falle n > k stets n > (t + l)(k - t + 1) (siehe etwa (1; 
Theorem 3A.51). Es ist eine offene Frage ([ 1; p. 55]), welche Steinersysteme 
n=(t+l)(k-t+l)erfiillen.DertrivialeFallk-t+1=1(d.h.t=n-l) 
liefert gerade die Systeme S(k, k, k + 1). 1st k - t + 1 = 2, so lauft obiges 
Problem auf die Frage nach der Existenz von Steinersystemen S(k - 1, k, 2k) 
hinaus; Beispiele dieses Typs sind nur fur k = 2, 4 und 6 bekannt. Im 
folgenden‘ Satz wird der Fall k - t + 1 > 2 behandelt. Da fur t = 1 nur die 
trivialen Systeme S(l, k, 2k) auftreten, setzen wir t 2 2 voraus. 
SATZ. Sei S = S(t, k, n) ein Steinersystem mit n = (t + l)(k - t + l), 
wobei k > t + 2 > 4 gelte. Dann ist S das eindeutig bestimmte Steinersystem 
S(5, 8, 24). 
Beweis. Sei S = S(t, k, n) ein Steinersystem, das die Voraussetzungen des 
Satzes erfiillt. Zur Abkiirzung sei s = k - t + 1 = n(t + 1))’ gesetzt. Nach 
Voraussetzung ist s > 2. Wir fi.ihren den Beweis des Satzes in mehreren 
Schritten. 
Fur alle i = O,..., t- 1 ist JJjzo((t+ l)(s- 1)+2+j)* 
(s + j))’ eine ganze Zahl; insbesondere ist s ein Teiler von 
t- 1: (1) 
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Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der wohlbekannten Tatsache, 
dal3 aus der Existenz eines Steinersystems S(t, k, n) die Ganzzahligkeit von 
(:I:) . ($:i)-’ fur alle i = O,..., t - 1 folgt. Die Ganzzahligkeit von 
((t + l)(s - 1) + 2) . s-i besagt gerade, da13 s ein Teiler von t - 1 ist. 
1st p ein Primteiler von t + 1, so ist p ein Teiler von s - 1 
oder von s - 2: (2) 
Sei p ein Primteiler von t + 1, welcher s - 1 nicht teilt. Wir wahlen die 
kleinste natiirliche Zahl a mit up 2 s. Da p kein Teiler von s - 1 ist, ist 
up-s<p--<t-l. Nach (1) ist daher m!!;‘((t+l)(s-1)+2+j). 
(s + j)-’ eine ganze Zahl. Da p ein Teiler von t + 1 ist, erzwingt dies, dal3 
such m!?;’ (2 + j) = (up - s + 2)! durch p teilbar ist. Dies ist aber wegen 
0 < up - s + 2 < p nur moglich, falls up -s + 2 = p gilt, also p ein Teiler 
von s - 2 ist. 
1st p ein Primteiler von t + 1 und von s - 1, und ist m eine 
natiirliche Zahl mit pm < t + 1, so ist pm ein Teiler von 
s- 1: (3) 
Wir zeigen durch Induktion nach i, 1 < i ( m, da13 pi ein Teiler von s - 1 ist. 
Dies ist nach Voraussetzung richtig fur i = 1. Sei also 1 < i < m, und pi-’ 
sei ein Teiler von s - 1. Wir nehmen an, daB s - 1 nicht von pi geteilt wird. 
Sei a die kleinste natiirliche Zahl mit up’ > s. Dann ist ap’ - s < pi - 2 < 
t-l.Nach(l)istdaher~~~((t+l)(s-l)+2+j)~(s+j)-’eineganze 
Zahl fur alle r = s,..., up’. Da s - 1 von p geteilt wird, ist sicher up’ > s + 1. 
Wir zeigen zunlchst, da13 fur alle r = s,..., up’ - 1 der p-Anteil von 
nJ:i ((t + l)(s - 1) + 2 + j) hochstens so grol3 wie der von m:i” (s + j) 
ist. Dies geschieht durch Induktion nach r, s Q r < up’- 1. Sei zuerst r = s. 
1st pr die hochste p-Potenz, die in (t + l)(s - 1) + 2 aufgeht, so ist p = 2 und 
f = 1, denn p2 ist ein Teiler von (t + l)(s - 1). Da (s + 1)s eine gerade Zahl 
ist, folgt die Behauptung. 
Sei nun s < r < up’- 1. Nach Induktionsvoraussetzung geniigt es zu 
zeigen, daB der p-Anteil von (t + l)(s - 1) + 2 + r - s hochstens so grorj wie 
der pAntei1 von r + 1 ist. 
Sei wieder p’ die hiichste p-Potenz, die in (t + l)(s - 1) + 2 + r - s 
aufgeht. Angenommen, f > i. Da p ein Teiler von t + 1 und pi-’ ein Teiler 
von s - 1 ist, wird folglich 2 + r - s von pi geteilt. Dies ist aber wegen 0 < 
2 + r - s < 1 + up’ - s <pi - 1 nicht moglich. Mithin ist f < i. 
Also teilt p’ sowohl s - 1 als such (t + l)(s - 1) + 2 + r-s. Daher ist pr 
such ein Teiler von r + 1. 
Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. 
Da mfk” ((t + l)(s - 1) + 2 + j) . (s + j)- ’ ganzzahlig ist, folgt daher, 
da13 p’ ein Teiler von ((t+l)(s-1)+2+up’-s)*((t+l)(s-l)+l+ 
up’ - s) ist. Aus der Teilbarkeit von (t + l)(s - 1) durch p’ ergibt sich somit, 
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da13 pi in (s - 2)(s - 1) aufgeht. Da p und s - 2 teilerfremd sind, liefert dies, 
daB pi ein Teiler von s - 1 ist; dies widerspricht aber unserer Annahme. 
Damit ist (3) bewiesen. 
1st p ein Primteiler von s - 2, und ist pm ein Teiler von 
t + 1 fur eine natiirliche Zahl m, so ist pm ein Teiler von 
s - 2: (4) 
Wir konnen 0.B.d.A. m > 2 annehmen. Der Beweis verlluft nun Bhnlich wie 
in (3). 
Wir zeigen durch Induktion nach i, 1 < i < m, da13 pi ein Teiler von s - 2 
ist. 
Dies gilt nach Voraussetzung fur i = 1. Sei als 1 < i < m. Wir haben die 
Annahme, dal3 pi kein Teiler von s - 2 ist, zum Widerspruch zu filhren. 
Sei a die kleinste nattirliche Zahl mit up’ > s - 1. Dann ist up’ - s < 
pi-2<t-1 und folglich ist nach (1) ~~~~((t+l)(s-1)+2+j)~ 
(s + j)-’ ganzzahlig fur alle r = s,..., up’. Wir zeigen zunlchst, da13 fiir alle 
solchen r die Zahl nJ:i ((t + l)(s - 1) + 2 + j) e (s + j)-’ teilerfremd zu p 
ist. Dies geschieht durch Induktion nach r, s < r < up’. 
Sei r = s. 1st p’ der genaue p-Anteil von (t + l)(s - 1) + 2, so ist p = 2 
und f = 1, da p* ein Teiler von f + 1 ist. Daher ist s - 2 gerade und damit 
such s. 
Sei nun s < r < up’. Nach Induktionsvoraussetzung geni.igt es zu zeigen, 
da13 der p-Anteil von (t + l)(s - 1) + 2 + r - s hochstens so grol3 wie der p- 
Anteil von r ist. 
Sei dazu wieder # die hochste p-Potenz, welche in (t + l)(s - 1) + 2 + 
r - s aufgeht. Da pi ein Teiler von t + 1 ist, ergibt sich wie in (3), dal3 f < i 
gilt. Da sowohl t + 1 als such s - 2 durch pi-’ teilbar sind, folgt somit, dal3 
r durch # teilbar ist. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. 
Die Ganzzahligkeit von nysk” ((t + l)(s - 1) + 2 + j) . (s + j))’ hat 
daher zur Folge, daB (t + l)(s - 1) + 2 t up’ -s von pi geteilt wird. Dies 
erzwingt die Teilbarkeit von s - 2 durch pi, im Widerspruch zu unserer 
Annahme. 
Es existiert genau ein gemeinsamer Primteiler von t + 1 und 
s- 1: (5) 
Wir nehmen zunlchst an, keine solche Primzahl existiere. Nach (2) und (4) 
ist dann t + 1 ein Teiler von s - 2. Ferner ist s ein Teiler von t - 1 nach (1). 
Wegen t > 1 und s > 2 liefert dies den Widerspruch t + 1 < s - 2 ( t - 3. 
Angenommen es existieren zwei gemeinsame Primteiler p und q von r + 1 
und s - 1 mit p > q. Wir wiihlen nattirliche Zahlen a und b, so da13 
p”<tt 1 <pa+’ und q’<tt 1 <qb+’ gilt. Nach (3) ist paqb ein Teiler von 
s-l.Wegenp>qund l#s<t-lfolgtderWiderspruchttl<qb+’< 
qbpa<s- 1 <t-2. 
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Es existiert eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl a, so 
dalj s =pa + 1 und t + 1 =p”(p” - 1): (6) 
Wegen t # 1 ist s = (t - 1) . x-’ fiir eine natiirliche Zahl x nach (1). Nach 
(2), (3) und (4) ist t + 1 ein Teiler von (s - l)(s - 2). Wegen s > 2 existiert 
folglich eine natiirliche Zahl y mit (t+l)y=((t-1)x-l-l). 
((t - 1) x-’ - 2). Dies liefert (t + 1)” - (x’y + 3x + 4)(t + 1) + 2x2 + 
6x + 4 = 0. Lost man diese quadratische Gleichung nach t + 1 auf, so ergibt 
sich, da13 x’y’ + 6x-v + 8y + 1 das Quadrat einer ganzen Zahl ist. Also ist 
x’v’ + 6xy + 8y + 1 = (xy + v)’ fur eine natiirliche Zahl U. Dies liefert 
x(2u - 6) = 8 - (vi - 1) . y-i. Da mit u > 3 such (v’ - 1)~~’ < 8 gelten 
mul3, lassen sich die ganzzahligen Losungen dieser Gleichung leicht 
bestimmen. Man erhllt die folgenden beiden Mdglichkeiten: 
(I) v=5,y=6,x= 1, 
(II) u = 3, y = 1, x beliebig. 
Im Fall (I) erhalt man nach Einsetzen in obige quadratische Gleichung fur 
t + 1 die Losungen t = 0 und t = 11. Fur t = 11 folgt wegen x = 1 dann 
s = 10, k = 20 und n = 120. Da ( ‘:,“I;). (~~r~))’ keine ganze Zahl ist, 
existiert kein Steinersystem mit diesen Parametern. 
Folglich liegt Fall (II) vor, d.h. y = 1. Damit ist t + 1 = (s - l)(s - 2). 
Insbesondere ist s - 1 ein Teiler von t + 1 und mit (5) folgt, da13 s - 1 eine 
Primzahlpotenz pa ist. 
Es ist S = S(5, 8, 24): (7) 
Wegen t- 1 >0 ist s(s+ 1) nach (1) ein Teiler von ((t+ l)(s- 1)+2). 
((t + l)(s.- 1) + 3). Mit (6) folgt, dal3 (p” + 1) . (p” + 2) ein Teiler von 
(p’“(p” - 1) + 2) * (p’“(p” - 1) + 3) = (p” + 1) * (p’” - 2p” + 2) * 
(p’“(p” - 1) + 3) ist. Da der Quotient von (p’” - 2pa + 2)(p20(pa - 1) + 3) 
und pa t 2 gerade p4a - 5p3a t 14~~“ - 27pa + 48 - 90(pa + 2)-’ ist, 
erhalten wir, dal3 p” + 2 ein Teiler von 90 ist. Damit verbleiben nur die 
Moglichkeiten pa = 3, 2*, 7, 23, 13, 24 und 43, aus denen sich mit Hilfe von 
(6) die zugehorigen Parameter t, k, n berechnen lassen. Diese verletzen 
jedoch, abgesehen vom Fall pa = 3, die Teilbarkeitsbedingungen aus (1). Es 
bleibt p” = 3, und man erhalt t = 5, k = 8, n = 24. S ist somit das nach (21 
eindeutig bestimmte Steinersystem S(5, 8, 24). 
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